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Resumen
En este trabajo se proponen me´todos nume´ricos para resolver el problema plan-
teado en [3] para modelar la utilidad conjunta resultante de abordar, en el instante
o´ptimo, un proceso industrial que tiene ciertos beneficios y conlleva efectos irreversibles
sobre el medio ambiente. El modelo se plantea como un problema de tipo obsta´culo
asociado a una ecuacio´n el´ıptica en un dominio no acotado. Siguiendo una idea de
[3], se propone un cambio de variable que lo reduce a un dominio acotado. A conti-
nuacio´n se proponen algoritmos de tipo Gauss–Seidel con proyeccio´n y Lions–Mercier
para resolver el problema discretizado por elementos finitos; este u´ltimo se combina
con te´cnicas multimalla y de refinamiento adaptativo. La eficiencia de los algoritmos
se ilustra mediante ejemplos con solucio´n anal´ıtica conocida.
Introduccio´n
La irreversibilidad de algunas acciones sobre el medio ambiente es un factor a tener
en cuenta a la hora de emprender ciertos proyectos de inversio´n. Este factor, junto con la
opcio´n para invertir dinero y la capacidad de aplazar un proyecto (entre otros), juega un
papel muy importante a la hora de planificar una inversio´n. En este trabajo se abordan
modelos relacionados con la oportunidad de emprender un proyecto industrial que apor-
ta ciertos beneficios, pero tiene efectos irreversibles sobre el medio ambiente. El medio
ambiente proporciona una rentabilidad que deja de existir en cuanto se ponga en marcha
el proyecto. Cuando el beneficio del medio ambiente y del proyecto industrial son ambos
inciertos y gobernados por procesos estoca´sticos, un problema importante es determinar
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si se debe emprender el proyecto y cua´l es la utilidad conjunta que se obtiene si lo em-
prendemos en un tiempo futuro o´ptimo. En [4] se estudian este tipo de problemas y se
establecen analog´ıas entre ellos y los de valoracio´n de opciones sobre activos financieros.
En [3] se plantea un modelo matema´tico de tipo obsta´culo que proporciona el benefi-
cio agregado de cierto aspecto medioambiental y de un proyecto industrial, considerando
ambos como bienes econo´micos alternativos. En su ana´lisis matema´tico, transforman el
problema —planteado sobre un dominio no acotado— en otro problema de frontera li-
bre, de tipo obsta´culo, planteado sobre un dominio acotado, y demuestran la existencia,
unicidad y regularidad de la solucio´n.
En el presente trabajo realizamos la simulacio´n nume´rica del problema planteado en
[3]. La presencia del obsta´culo implica la aparicio´n de una frontera libre, por lo que los
me´todos nume´ricos empleados deben estar adaptados a este tipo de problemas. Por otra
parte, un refinamiento adaptativo permite aproximar con mejor precisio´n dicha frontera
libre. Para ello, nos basamos en trabajos previos ([2], [7]) que combinan me´todos multimalla
con distintos algoritmos (Gauss–Seidel con proyeccio´n, dualidad), propuestos para resolver
problemas de tipo obsta´culo. Presentamos algunos tests nume´ricos que resuelven problemas
en una y dos dimensiones, comparando la eficacia de los distintos me´todos.
Modelo matema´tico
Consideremos cierto aspecto relacionado con el medio ambiente (un paraje natural),
que proporciona una rentabilidad Xt (a trave´s del turismo, por ejemplo) en el instante t.
Se plantea la posibilidad de iniciar, en un instante futuro T , cierto proyecto empresarial
de rentabilidad Yt en el instante t, pero que, una vez iniciado, causa efectos irreversibles en
el medio ambiente. Suponemos que ambos beneficios son procesos estoca´sticos gobernados
por las ecuaciones:
dXt = µ1Xt dt+ σ1Xt dB1 , X0 = x
dYt = µ2Yt dt+ σ2Yt dB2 , Y0 = y ,
donde µ1, µ2 son las tendencias y σ1, σ2 son las volatilidades de los beneficios, mientras que
B1, B2 son dos brownianos que gobiernan la parte estoca´stica de ambos procesos (siendo
ρ la correlacio´n entre ellos).
Teniendo en cuenta los efectos irreversibles del proceso industrial sobre el medio am-
biente, cuando e´ste se inicia en tiempo T , la rentabilidad conjunta de ambos aspectos
viene representada por una funcio´n de utilidad J , dada por:




















donde IC representa la funcio´n caracter´ıstica del conjunto C y E representa la esperanza.
Para modelar problemas ma´s generales, se considera una funcio´n de utilidad de la forma:












Problema de frontera libre en inversiones en medio ambiente
En este contexto, se plantea el problema de determinar la utilidad que se deriva de
iniciar el proyecto industrial en el instante o´ptimo, esto es:
v(x, y) = ma´x
T
J(x, y;T ) .
Utilizando las te´cnicas de Bensoussan–Lions [1] se demuestra que la funcio´n v es solucio´n
del problema de complementariedad en el dominio Ω = (0,+∞)×(0,+∞):
−Lv + αv ≥ f
v ≥ h
(−Lv + αv − f)(v − h) = 0
donde L es el operador el´ıptico definido por:
Lv = σ1x
2vxx + σ2y
2vyy + 2σ1σ2ρxyvxy + µ1xvx + µ2yvy ,
α es una constante y el obsta´culo inferior, h, es la esperanza del beneficio si el proyecto
empresarial se pusiera en marcha en el instante T = 0, y viene dado por:




























En las fronteras x = 0 e y = 0 la forma del operador implica una condicio´n de
contorno de tipo Neumann homoge´nea. Una de las dificultades del problema anterior
es que esta´ planteado en un dominio no acotado. El truncamiento a un dominio acotado
requiere imponer condiciones de contorno adecuadas en las nuevas fronteras artificiales,
con el consiguiente error de aproximacio´n del modelo.
Transformacio´n del modelo
Para plantear la formulacio´n variacional del modelo anterior, y realizar posteriormente





















de modo que el operador diferencial L esta´ dado, en forma divergencial, por:
Lv = div (A∇v) + b · v .
Por otra parte, si introducimos la nueva inco´gnita u = v − h, el problema equivalente en
u se escribe (con obsta´culo nulo):
−Lu+ αu ≥ f + Lh− αh = G
u ≥ 0
(−Lu+ αu−G)u = 0 ,
3
A. Accio´n, I. Arregui, C. Va´zquez
todav´ıa planteado en el dominio no acotado Ω. Por otra parte podemos observar que,
gracias a la forma de la matriz A, de manera natural se tiene (A∇u) · ν = 0 en las
fronteras x = 0 e y = 0.
Para solventar la dificultad proveniente de que Ω es no acotado, utilizaremos el cambio
de variable propuesto en [3] para probar la existencia de solucio´n:
θ = arctan x β = arctan y ,
que transforma el dominio Ω en F(Ω) = (0, pi/2)×(0, pi/2). Con ello, el problema consiste
en encontrar u tal que:
−L(θ,β)u+ αu ≥ Ĝ = G(x(θ, β), y(θ, β))
u ≥ 0
(−L(θ,β)u+ αu− Ĝ)u = 0 ,






2 2θ σ1σ2ρ4 sin 2θ sin 2β
σ1σ2ρ



















2 β − σ1σ2ρ cos 2θ)
 .
En [3], suponiendo que que existen unos para´metros m1 > 1 y m2 > 1 tales que
ωG = (1 + x2)−m1/2(1 + y2)−m2/2G ∈ L2(Ω), se consideran los espacios con peso:
L2ω(F(Ω)) =
{




v ∈ L2ω(F(Ω)) : (sin 2θ)vθ ∈ L
2




y el convexo K̂ =
{
v ∈ H1ω(F(Ω), S) : v ≥ 0
}
, de modo que el problema puede escribirse
como la desigualdad variacional: Encontrar u ∈ K̂ que verifique:
a(u, v − u) ≥ L(v − u) , ∀v ∈ K̂ (1)




















(ωĜv) dθ dβ ,
y cuya existencia y unicidad de solucio´n se garantiza en [3]. Teniendo en cuenta dicha
formulacio´n, en el siguiente apartado proponemos un conjunto de te´cnicas nume´ricas ade-
cuadas para aproximar la solucio´n del problema objeto de estudio.
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Me´todos nume´ricos
Para aproximar la solucio´n del problema variacional (1), lo discretizamos en espacio
mediante un me´todo de elementos finitos P1 de Lagrange sobre una malla triangular, lo
que nos conduce al problema de complementariedad discretizado:
Ah Uh ≥ bh , Uh ≥ ψh , (Ah Uh − bh) (Uh − ψh) = 0 .
No´tese que en nuestro caso el obsta´culo es ψh = 0. En la literatura existen distintos
me´todos para resolver problemas con obsta´culo. Nosotros emplearemos los algoritmos de
Gauss–Seidel con proyeccio´n [6] y de Lions–Mercier [8]. El motivo de utilizar este u´ltimo
me´todo de dualidad es la posibilidad de combinarlo con un algoritmo multimalla [7],
que, junto con un criterio de refinamiento de mallado, nos permitira´ obtener una buena
aproximacio´n de la frontera libre, que separa la regio´n en la que la mayor utilidad (v = h
o´ u = 0) se alcanza iniciando en T = 0 el proyecto de la regio´n en la que es mejor esperar
(v > h o´ u > 0).
El algoritmo de Lions–Mercier puede describirse brevemente de la siguiente manera:
partiendo de una aproximacio´n U
(0)
h , en la iteracio´n n determinamos el conjunto I
2 de
nodos activos, en los que se verifica:
(AhU
(n)
h − bh)i > 0, (Uh − ψh)i = 0
y su conjunto complementario I1 de nodos libres. Identificado este u´ltimo, reducimos
la matriz Ah y el segundo miembro bh a las ecuaciones asociadas a los nodos libres,




, respectivamente, de dimensio´n inferior a
la del problema original. Una vez resuelto el sistema:
Âh
(n)
W 1h = b̂h
(n)
, (2)

















, si i ∈ I2 ,
y se repite el proceso hasta alcanzar la convergencia.
A pesar de la reduccio´n, la parte computacionalmente ma´s costosa del algoritmo es la
resolucio´n del sistema lineal (2). El me´todo propuesto por Hoppe [7] consiste en utilizar
un algoritmo multimalla para resolver el sistema lineal, que aparece en cada iteracio´n del
me´todo iterativo de Lions–Mercier. Recordemos el algoritmo de dos mallas: sobre la malla
correspondiente al nivel k se realizan varias iteraciones de un me´todo de relajacio´n, que
nos proporcionan una aproximacio´n vk, para luego proyectar el residuo sobre otra malla
ma´s grosera, asociada al nivel k − 1, donde se resuelve el sistema de ecuaciones verificado
por el error; una vez calculado este, se prolonga sobre la malla inicial y se corrige la
aproximacio´n vk. El me´todo multimalla consiste en reemplazar las resoluciones exactas
por nuevos esquemas de dos mallas imbricados (k − 1, k − 2, . . . ), de forma que so´lo se
realiza una u´nica resolucio´n de un sistema de ecuaciones lineales sobre una malla grosera,
siendo el coste computacional reducido.
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En este sentido, un aspecto importante es la eleccio´n de los conjuntos de nodos sobre
los que se proyecta la solucio´n en los niveles inferiores. Si consideramos los distintos niveles
de refinamiento del me´todo adaptativo, la idea es considerar como nodos libres en el nivel
k a los nodos que en el nivel k + 1 sean libres junto con todos sus vecinos.
Algunos resultados nume´ricos
Hemos resuelto algunos casos, propuestos en [4], de los que se conoce solucio´n anal´ıtica,
obteniendo una buena concordancia en todos ellos. En todos los casos se han resuelto los
sistemas de ecuaciones mediante los me´todos de Gauss–Seidel con proyeccio´n y de Lions–
Mercier, combinando e´ste u´ltimo con el algoritmo multimalla. Si bien el primero necesita
ma´s iteraciones para alcanzar la convergencia, las soluciones de ambos me´todos son muy
similares, por lo que, cuando podamos, compararemos la solucio´n anal´ıtica solamente con
la obtenida por el me´todo de Lions–Mercier.
Caso 1: Un primer ejemplo es el siguiente problema unidimensional: Encontrar v solu-
cio´n de: 
−σ2v′′ + σ2v′ + αv ≥ x
v ≥ c/α(







Presentamos una simulacio´n, utilizando los valores σ = 0,25, α = 3 y c = 5; la solucio´n
anal´ıtica presenta una frontera libre [5] situada en el punto de coordenada xf = 4,8657.
En la Figura 1 se muestran las evoluciones del nu´mero de grados de libertad y de la
aproximacio´n de la frontera libre para distintos niveles de refinamiento; se observa co´mo,
aunque despacio, la solucio´n nume´rica se va aproximando a la anal´ıtica. A la derecha
se muestran las soluciones anal´ıtica y nume´rica calculadas sobre la u´ltima malla, que va
refina´ndose en un entorno de la frontera libre.
Caso 2 (G(x, y) = x−C): La rentabilidad del proyecto empresarial es constante (H(y) =
C), mientras que la rentabilidad del medio ambiente depende linealmente del beneficio del
mismo (f(x) = x). En la Tabla 1 se muestran los para´metros utilizados en la simulacio´n, la














Tabla 1: Para´metros utilizados y resultados obtenidos en el caso 2
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Figura 1: Grados de libertad, aproximacio´n de la frontera libre y soluciones anal´ıtica y
nume´rica en el caso 1
En la Figura 2 se muestra el mallado obtenido tras 4 etapas de refinamiento, a partir de
un mallado inicial de 11×11 nodos, y la solucio´n aproximada mediante el me´todo de Lions–
Mercier combinado con el algoritmo multimalla; obse´rvese que el mallado es el utilizado
en el dominio de ca´lculo (F(Ω)), mientras que la solucio´n esta´ representada, junto con el
obsta´culo, sobre un subdominio finito del dominio real Ω.




















Figura 2: Mallado final y solucio´n nume´rica del caso 2
En esta situacio´n, so´lo conviene iniciar el proyecto mientras el beneficio del medio am-
biente sea suficientemente bajo (valores de x bajos); en caso contrario, conviene aprovechar
los beneficios del medio ambiente y posponer el proyecto industrial.
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Caso 3 (G(x, y) = C − y): La rentabilidad asociada al medio ambiente es constante
(f(x) = C), mientras que la del proyecto industrial crece linealmente con el beneficio del
mismo (H(y) = y). En este caso conviene iniciar el proyecto industrial cuando el beneficio
del mismo es suficientemente alto para compensar los efectos irreversibles sobre el medio
ambiente. La Figura 3 muestra el mallado obtenido tras 5 etapas de refinamiento, y la
solucio´n junto con el obsta´culo; se han utilizado, en la simulacio´n nume´rica, los valores
σ1 = 0 y σ2 = 0,4, siendo los otros para´metros los mostrados en la Tabla 1.

















Figura 3: Mallado final y solucio´n nume´rica del caso 3
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